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حساب اعداد و مبناها

10-1- كدها و كدگذاري
كدگذاري، شيوه مناسبي براي نمايش و انتقال اطلاعات است. از كدهاي دودويي يا باينري براي انتقال و نمايش اطلاعات استفاده مي​شود. بدين ترتيب امكان پردازش رايانه بر داده​هاي عددي و غيرعددي فراهم مي​آيد.
به نظر شما پاسخ عمل جمع زير چيست؟ 
1001000111+
1101100010  
احتمالا خواهيد گفت 2102100121، اما كمي صبر كنيد. دادن 
پاسخ به اين سئوال به اين بستگي دارد كه بدانيم اين اعداد در چه مبنائي قرار دارند! ما در حساب معمولي محاسبات را در مبناي ده انجام مي​دهيم. اما رايانه اين كار را در مبناي دو انجام مي​دهد. 

10-1-1- مبنا چيست؟

مبناي ده، يعني اين كه ما براي نمايش اعداد،‌ ده رقم داشته باشيم. فرق رقم و عدد چيست؟ يك عدد، از ارقام تشكيل شده است. ارقام در مبناي ده، عبارتند از 0،‌ 1،‌ ...،‌ 8،‌ 9 . 
وقتي مي​گوئيم ده رقم داريم، يعني وقتي يكي يكي به يك عدد اضافه مي​كنيم، وقتي به 9 رسيد، عدد يكان صفر مي​شود و عدد دهگان يكي اضافه مي​شود. همين كار در سطوح بعدي هم اتفاق مي​افتد. (يك شمارنده كيلومتر شمار را مجسم كنيد.)

اما اگر كيلومتر شماري داشته باشيم كه تنها دو رقم داشته باشد (0 و 1)، چه اتفاقي در شمارش مي​افتد؟ تغييرات را به ترتيب مي​نويسيم (وقتي يكي يكي اضافه مي​كنيم) : 

0000000
0000001

0000010

0000011

0000100

اين يك شمارنده در مبناي دو است. عدد آخري هم صد نيست، بلكه يك، صفر، صفر است. حال بيائيد دو شمارنده مبناي دو و مبناي ده را با هم از صفر، يكي يكي در كنار هم افزايش دهيم:
0000000              0000
0000001              0001

0000010              0002

0000011              0003

0000100              0004

مشاهده مي​كنيد كه عدد 100 در مبناي دو معادل 4 در مبناي ده است. كدگذاري بر مبناي ده (ده​دهي
)، يكي از انواع كدهاي متداول، است. اين مبنا به دليل اينكه ما انسانها از ابتدا حساب را بر آن ياد گرفته​ايم، قابل فهم و درك براي ما است. دليل اصلي آن هم، احتمالا تعداد انگشتان دست يك انسان است. (احتمالا اگر در سياره​اي موجودي با 4 انگشت در هر دست و 3 دست زندگي كند، مبناي محاسبات 12 خواهد بود!!). در حاليكه انسان از حساب مبناي 10 (ده​دهي) استفاده مي​كند، رايانه​ها سيستم مبناي دو (دودويي
) را بكار مي​برند.
10-1-2- چرا مبناي 2

 ممكن است اين سؤال مطرح شود كه چرا در رايانه، از سيستم اعداد دودويي استفاده مي​شود. پاسخ اين است، با توجه به ساده​ترين مدار الكترونيكي كه يك كليد شامل حالتهاي روشن و خاموش است، نگهداري اعداد در رايانه بر مبناي سطوح ولتاژ روشن و خاموش، شامل دو حالت 0 و1 است. بنابراين امكان نمايش دو رقم 0 و 1، ما را به انجام عمليات در مبناي دو سوق مي دهد. البته مي​توان رايانه​هايي ساخت که از مبنای ده استفاده نمايند، ولی اين كار مشكلات فني خاصي را تحميل مي‌كند كه بحث آن در گنجايش اين كتاب نيست (البته رايانه هاي با مبناي ده هم در مواردي ساخته شده اند). 

در مبنای دو از دو رقم صفر و يک (ارقام باينری) استفاده می​شود. رايانه​ها براي شناسايي اعداد و انجام محاسبات بر روي آنها، با تركيبي از مقادير صفر و يك، عمليات مختلفي را انجام مي​دهند. در واقع در رايانه همه چيز از جمله اعداد، آدرس بخشهاي مختلف، نوع دستورالعملها و ... همگي با يك سري اعداد دودويي بيان مي​شوند. اين همان معناي ساختار رقمي (ديجيتالي) رايانه​ها است. 
10-2- سيستم اعداد دودويي

در سيستم مبناي 10، ده نماد جدا از هم يعني 0و1و2و ... و 9 براي توليد اعداد وجود دارند. در حاليكه در سيستم دودويي تنها دو نماد 0 و 1 موجود است. براي كار بر روي سيستم اعداد دودويي لازم است تا با تبديل ده​دهي به دودويي، و برعكس آشنا شويم و سپس چگونگي انجام عمليات اصلي رياضي بر روي اعداد دودويي را بررسي كنيم.
10-2-1- تبديل از ده​دهي به دودويي
يكي را​ه​هاي معمول براي اين تبديل، انجام تقسيمات متوالي بر 2 است. طي اين تقسيم، باقي​مانده​ها مورد استفاده قرار مي​گيرند و عدد دودويي را توليد مي​كنند. تقسيمات تا صفر شدن خارج قسمت ادامه پيدا مي​كند. سپس باقي​مانده​ها به صورت معكوس بدنبال هم نوشته مي​شوند تا عدد دودويي حاصل شود.
مثال 10-1

تبديل 25 در مبناي 10 به مبناي دودويي:

باقي​مانده      خارج​قسمت                        

1                12            =            2/25

0                  6             =            2/12

0                  3             =              6/2

1                  1             =              2/3

1                  0             =              2/1

بنابراين عدد بدست آمده برابر است با: 11001 در مبنا دو.

براي تبديل عدد اعشاري از مبناي 10 به مبناي 2، از روش ضرب مكرر عدد اعشاري در شماره مبناي جديد يعني 2 استفاده مي​گردد و در هر عمل ضرب، جزء صحيح عدد حاصل ضرب، نشانگر يك رقم از عدد اعشاري در مبناي جديد است كه به ترتيب حاصل شدن، از چپ به راست عدد اعشاري قرار مي​گيرند.
مثال 10-2

عدد 875/0 از مبناي 10 به مبناي 2 به صورت زير حاصل مي​شود:
750/1 = 2 * 875/0

500/1 = 2 * 750/0

000/1 = 2 * 500/0

در نتيجه 2(111/0)  = . 10(875/0)

10-2-2- تبديل از دودويي به ده​دهي
يك عدد دودويي به وسيله جمع​كردن توانهايي از 2 كه مقدار  ضريبشان يك است، به صورت ده​دهي آن تبديل مي​شود. به مثال زير توجه كنيد:

مثال 10-3

تبديل عدد 110012  به ده​دهي:

1          2          4          8          16

1          0          0          1          1

2510   =  1    +    0    +    0    +    8    +    16

در اين روش، مكان هر رقم در عدد مبناي 2 داراي يك وزن مربوط به خود است. با جمع نمودن وزنهاي مربوط به يك​ها عدد دودويي حاصل مي​شود. دانستن وزن مربوط به مكان بيت دودويي اين امكان را مي​دهد كه به جاي استفاده از روند تقسيم متوالي، مستقيما يك عدد ده​دهي را به دودويي تبديل نمايد. مثال 10-4  بيانگر اين قضيه است.

مثال 10-4

تبديل 39  از مبناي ده​دهي به مبناي دودويي:

1           2          4          8         16         32

 1          1          1          0          0          1

39   =   1    +    2    +    4    +    0    +    0    +    32

بنابراين:   1001112   =   3910
براي تبديل عدد اعشاري از مبناي 2 به مبناي 10، ارقام اعشاري را از چپ به راست به ترتيب 1- و 2- و ... شماره​گذاري مي​كنيم. سپس هر رقم را در 2 بتوان آن شماره ضرب مي​كنيم و حاصل ضربها را با هم جمع مي​كنيم. به مثال زير توجه كنيد:

مثال 10-5

تبديل 1011/0 از مبناي 2 به مبناي 10:

10(6875/0)  =  4-^2×1 + 3-^2×1 + 1-^2×1  =  2(1101/0)
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تمرين

اعداد دودويي زير را به دهدهي تبديل كنيد.
10110010ر ؛ 1101101110 ؛ 10010001
اعداد دهدهي زير را به دودويي تبديل كنيد.
2003 ؛ 244244 ؛ 1286746

10-3- مبناهاي متداول

آيا فقط مبناي دو و ده وجود دارد؟ خير. هر مبنائي مي​تواند وجود داشته باشد. مثلا شما مي​توانيد شمارنده​اي درست كنيد كه 3 رقم داشته باشد (مبناي 3). يا شمارنده​اي درست كنيد كه 25 رقم داشته باشد (مبناي 25). در مبناهائي كه بيش از ده رقم دارند، به جاي ارقام بعد از 9 مي​توان از حروف الفبا استفاده نمود. A  به جاي رقم بعد از 9 و …. 
سيستم مبناهاي هشت
 و شانزده
 (HEX)، به عنوان نمايش مناسبي براي بيان و كار با ارقام دودويي بكار مي​روند. چرا كه نمايش اعداد دودويي به خاطر طولاني بودن آنها، دشوار است و مبناهاي هشت و يا شانزده به صورت راحت​تري مورد استفاده و انجام محاسبات قرار مي​گيرند. مثلا بيان عدد 100010010110 به صورت معادل آن در مبناي شانزده 896H ​آسانتر است. از اين رو تبديل از مبناي دو به مبناي هشت و شانزده و بالعكس، نقش مهمي در رايانه​ها دارد.

	شانزده​شانزدهي
	هشت​هشتي
	دودويي
	ده​دهي

	0
	0
	0000
	0

	1
	1
	0001
	1

	2
	2
	0010
	2

	3
	3
	0011
	3

	4
	4
	0100
	4

	5
	5
	0101
	5

	6
	6
	0110
	6

	7
	7
	0111
	7

	8
	10
	1000
	8

	9
	11
	1001
	9

	A
	12
	1010
	10

	B
	13
	1011
	11

	C
	14
	1100
	12

	D
	15
	1101
	13

	E
	16
	1110
	14

	F
	17
	1111
	15


در مبناي هشت، از ارقام 0 و 1 و .. 7 ، و در مبناي شانزده، از ارقام 0 و 1 و .. 9 و A و B و C و D و D و E و F استفاده مي​شود. در جدول 1-10 نمايش دودويي، ده​دهي، هشت​هشتي و شانزده​شانزدهي براي اعداد 0 تا 15 نشان داده شده است.

براي نمايش يك عدد دودويي به معادل شانزده​شانزدهي، از سمت راست گروه​هاي چهاربيتي را جدا كرده و هر عدد چهاربيتي دودويي را با معادل شانزده​شانزدهي​اش طبق جدول جايگزين مي​كنيم. براي تبديل از شانزده​شانزدهي به دودويي، هر رقم شانزده​شانزدهي را با چهار بيت دودويي معادلش جايگزين مي​كنيم. به مثال 10-6 توجه كنيد.

مثال 10-6

تبديل عدد دودويي 101011110101 به شانزده​شانزدهي:

ابتدا اين عدد به گروه​هاي چهاربيتي در مي​آيد: 0101  1111  1010 

سپس هر گروه چهاربيتي با معادل شانزده​شانزدهي​اش جايگزين مي​شود: 

0101          1111         1010

   5                 F               A
بنابراين: AF5H   =   B101011110101

در مورد اعداد اعشاري نيز به همين صورت عمل مي​كنيم، با اين تفاوت كه از چپ به راست (يعني بعد از علامت مميز) تقسيم​بندي چهاررقمي انجام مي​شود.

هر رقم در مبناي هشت، برابر با سه رقم دودويي است. براي تبديل يك عدد از مبناي دو به مبناي هشت معادل آن، از سمت راست گروه​هاي سه​بيتي را جدا كرده و هر عدد سه​بيتي دودويي را با معدل هشت​هشتي​اش كه در جدول قبل آمده است، جايگزين مي​كنيم. در مورد اعداد اعشاري نيز به همين صورت عمل مي​كنيم، با اين تفاوت كه از چپ به راست (يعني بعد از علامت مميز) تقسيم​بندي سه​ررقمي انجام مي​شود. همچنين براي تبديل از مبناي هشت به مبناي دو نيز هر رقم مبناي هشت را با سه​بيتي معدلش جايگزين مي​كنيم. به مثال زير توجه كنيد:

مثال 10-7

تبديل عدد دودويي 111101 به مبناي هشت معادل آن: 
ابتدا اين عدد به گروه​هاي سه​​بيتي در مي​آيد: 101  111 

سپس هر گروه سه​بيتي با معادل هشت​هشتي​اش جايگزين مي​شود: 

101      111       

 5             7 

بنابراين: O75  =   B111101

تمرين

عدد شانزده​شانزدهي F37A7C2 را به مبناي دو و هشت ببريد.
عدد 7562.45 را يه مبناي هشت ببريد.
عدد دودويي 11010111 را به مبناي دهدهي، هشت​هشتي و شانزده​شانزدهي ببريد.
10-4- حساب​هاي مبناها
حسابها در مبناهاي مختلف طبق همان قواعد حساب كه در مورد دهدهي مي​دانيم، با درنظرگرفتن ارقام مبناي مربوطه انجام مي​شود.
10-4-1- محاسبات دودويي

جمع اعداد دودويي بسيار ساده است. جدول زير جمع دوبيت را نشان مي​دهد. از بحث تفريق، به دليل اينكه همه رايانه​ها از فرآيند جمع براي پياده​سازي تفريق استفاده مي​كنند، چشم​پوشي مي​شود. گرچه رايانه​ها داراي مداراتي براي انجام عمل جمع هستند، وليكن مدار تفريق كننده مجزائي براي تفريق در آنها وجود ندارد. در عوض، جمع​كننده​ها همراه با متمم 2، براي اجراي تفريق بكار مي​روند.
به عبارت ديگر براي اجراي x-y، رايانه ابتدا متمم 2 كميت y را بدست آورده و x را به آن مي​افزايد. در ادامه به چگونگي انجام متمم 2 مي​پردازيم.
	نقلي
	جمع
	X+Y

	0
	0
	0 + 0

	0
	1
	0 + 1

	0
	1
	1 + 0

	1
	0
	1 + 1


مثال 10-8

اعداد دودويي 1101 و 1001 و 10110 را با هم جمع كنيد.

1101

1001

10110      +

__________

101100

متمم 2

براي بدست آوردن متتم 2 از يك عدد دودويي، ابتدا همه بيتها معكوس مي​شوند (متمم 1)، و سپس به حاصل 1 واحد اضافه مي​گردد. معكوس هر بيت به معني تبديل همه 0ها به 1ها، و همه 1ها به 0ها است. اين عمل را متمم 1 گويند.

مثال 10-9

متمم 2 عدد 10011101 را بدست آوريد.

عدد دودويي        10011101

متمم1         01100010

+

________

متمم2          01100011

10-4-2- جمع و تفريق اعداد مبناي 16

در مطالعه موضوعات مرتبط با نرم​افزار و سخت​افزار رايانه​ها، اغلب لازم است تا اعداد مبناي شانزده را جمع و تفريق كنيم. از اين رو آگاهي از اين محاسبات ضروري است.

جمع اعداد مبناي 16

در اين جمع، ارقام با شروع از كم ارزش​ترين رقم با هم جمع مي​شوند. اگر جواب كمتر از 16 باشد، حاصل جمع براي آن مكان نوشته مي​شوند و اگر حاصل جمع بيشتر از عدد 16 باشد، 16 را از آن كم كرده تا رقم آن مكان و نيز رقم نقلي 1 براي رقم بعدي بدست آيد. به مثال زير توجه كنيد.

23D9

+    94BE

____

B897
تفريق اعداد مبناي 16

در تفريق، اگر رقم دوم بزرگتر از اولي باشد، از رقم بعدي 16 واحد قرض گرفته مي​شود. مثال زير يك تفريق مبناي 16 را نشان مي​دهد:
59F

2B8

____

2E7
تمرين

اعداد زير را بدون تبديل به دهدهي، جمع كنيد.

الف) 8(367) و 8(715)

ب) 16(15F) و 16(A7)
ج) 2(110110) و 2(110101)

با استفاده از مكمل 2، تفريق​هاي زير را براي اعداد دودويي انجام دهيد.
الف) 11010 - 10000

ب)1101 –  11010
1010100 – 1010100
10-5- نمايش برخي از انواع متغيرها در حافظه
10-5-1- نمايش اعداد صحيح

اعداد صحيح، به شكل باينري در حافظه نگهداري مي​شوند. طول كلمات حافظه معمولا تواني از دو است. مثلا  8بيت، 16 بيت و ... يك كلمه حافظه، براي نمايش عدد صحيح به دو قسمت تقسيم مي​شود: 1) بيت علامت 2) مقدار عدد.


در صورتي​كه عدد صحيح، مثبت باشد، بيت علامت مقدار صفر، و در صورتي​كه منفي باشد، بيت علامت مقدار يك مي​گيرد. بنابراين اگر طول كلمات حافظ n بيت باشد، يك بيت به عنوان بيت علامت، و n-1 بيت باقي​مانده به معادل مبناي دو عدد لحاظ مي​شود. به عنوان مثال نمايش عدد 19 در حافظه​اي به طول كلمات 8، به صورت زير است:

البته به دو روش ديگر نيز مي​توان اعداد منفي را نمايش داد:
روش متمم1

 در اين روش، نمايش مثبت عدد منفي را مشخص مي​كنيم. سپس تمام بيتها را معكوس مي​نماييم. به عنوان مثال براي نمايش عدد –19 در حافظه​اي به طول كلمات 8، كافي است تمام بيتها را در نمايش عدد 19 معكوس كنيم:


روش متمم2

در اين روش، ابتدا نمايش مثبت عدد را مشخص​مي​كنيم. سپس متمم آن را پيدا كرده، يك واحد به آن اضافه مي​كنيم (متمم 2). بنابراين نمايش عدد –19 با اين روش به صورت زير است:


10-5-2- نمايش اعداد اعشاري

اعداد اعشاري را مي​توان به شكل مميز شناور نشان داد. مثلا عدد 0/567 را مي​توان به صورتهاي 10 × 0/567 و 100 × 67/5 و ... نمايش داد. بنابراين مميز جاي ثابتي ندارد و از همين رو به آنها مميز شناور گويند. هر عدد اعشاري را مي​توان به شكل زير نشان داد:

كه f، مقدار كسري يا مانتيس (fraction) و b، مبنا (base) و e، توان (excess) است. اگر مانتيس عددي بين 1 و 0/1 باشد، عدد به شكل نرمال است. جدول زير چند عدد اعشاري را به همراه شكل نرمالشان نشان مي​دهد:
	شكل نرمال
	عدد

	3-^10 × 134/0
	4-^10 × 34/1

	4^10 × 126/0
	2^10 ×6/12


به طور كلي، رابطه 1/b<= f <1 در يك عدد نرمال برقرار است. اگر كلمات حافظه 16 بيتي باشند، عدد اعشاري به صورت زير در حافظه نمايش داده​مي​شود:
                                                     15                           5   4                  1  0 

در بيت صفر، علامت مانتيس قرار مي​گيرد. معمولا نما به صورت اريب​دار ذخيره مي​شود، يعني يك مقدار ثابت به نما اضافه مي​شود، بدين صورت كه نماي منفي وجود ندارد و كوچكترين نما بايد صفر باشد.

مثال 10-10

عدد 5/13 به صورت زير در حافظه ذخيره مي​شود:
5/13 =  2(1/1101)

شكل نرمال  =  4^2 × 11011/0

مانتيس  =  11011000000

اريب  =  8

نما  =  4 + 8 = 12 = 1100

علامت  =  0
تمرين

اعداد زير را به صورت متمم 2 در حافظه​اي به طول كلمات ده بيت نشان دهيد.
37- ؛ 45- ؛ 35-

عدد اعشاري 5/21 در حافظه چگونه نگهداري مي​شود؟

10-6- 
Overflow و Underflow
يك شمارنده كيلومتر شمار را تصور كنيد كه بدين شكل در آمده باشد:  999999  در چنين حالتي در صورتي كه شما يك كيلومتر ديگر برويد، شماره به چه صورتي در خواهد آمد؟ يقينا همه اعداد صفر شده و به صورت 000000 در مي​آيد. به چنين اتفاقي سرريزي يا overflow گوييم. به عبارت ديگر عدد 1 انتهائي از سمت چپ سرريز شده است.
حال اگر شمارنده شما اين رقم را نشان دهد:  000000و شما آنرا يكي عقب ببريد، قطعا به صورت 9999999 در خواهد آمد. در أينجا يك underflow اتفاق افتاده است.

يك مثال از سرريزي:
I : integer ; 

b : byte ; 

I := 320 ;

b := I ; 

b = ? 
در اين مثال بعد از انجام برنامه، متغير b، بدليل اينكه مقداري بيشتر از ظرفيت خود مي​گيرد، سرريز مي​شود.

تمرين

الگوريتم فاكتوريل را با در نظر گرفتن متغيرfact  از نوع byte بنويسيد و نتيجه را مشاهده كنيد.
توجه به مسئله سرريزي


برنامه�نويس بايد در هنگام برنامه�نويسي مراقب باشد كه متغيرها از نوعي انتخاب شوند كه با توجه به ارقام مورد نظر، دچار سرريز نشوند.
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1-  Decimal


2-  Binary


1-  Octal


2-  hexadecimal





